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Základní  poznatky  stacionárních  pochod�  lisování 

 
       Mezi tzv. stacionární pochody lisování trubek                                    
a válcových polotovar� za�azujeme všechny úkony, které tvá�ejí 
válcový element polotovaru na rovn�ž válcový element výlisku, 
avšak s jinými rozm�ry. 
 

       Všechny stacionární pochody tažení polotovar� lze rozd�lit 
do �ty� základních skupin v závislosti na smyslu meridiálních 
nap�tí σσσσ2 a smyslu obvodových deformací ϕϕϕϕ1:  
 
 
� 1)  Tažení s rozši�ováním – p�i n�mž stav rovinné napjatosti 

zp�sobuje zv�tšení pr�m�ru polotovaru, vlivem meridiálních 
tlakových nap�tí σσσσ2 a tahových nap�tí obvodových σσσσ1.   

 

�   2)  Tažení se zužováním – je charakterizované zmenšováním 
pr�m�ru polotovaru vlivem tlakových nap�tí obvodových σσσσ1                
a tahových nap�tí meridiálních σσσσ2. 

 

� 3)  Rozši�ování – dochází ke zv�tšování pr�m�ru polotovaru 
p�i meridiálních tlakových nap�tích σσσσ2 a tahových nap�tí 
obvodových σσσσ1. 

 

� 4)   Zužování – vlivem tahových meridiálních nap�tí σσσσ2                        
a obvodových tlakových nap�tí σσσσ1 dochází k zmenšování 
pr�m�ru polotovaru.      

 
 

1)    Zásady a zjednodušení výpo�tu u stacionárních  pochod�   
    tvá�ením: 
 

� P�i  lisování  a  tažení  tenkost�nných   válcových   polotovar�, 
nap�.   trubek,  objímek,   válcových  st�n  tažených  nádob  se 
p�edpokládá zm�na tlouš�ky st�ny a zm�ny meze kluzu,  které 
doprovázejí deformaci polotovaru.   

 

� Schémata nap�tí a deformací jsou nezávislá na �ase, �ímž je 
problém výpo�tu zna�n� usnadn�n a m�že být �ešen pomocí 
pom�rn�  jednoduchých  metod,  založených  na  energetické 
bilanci pochodu.  
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� Nejedná se tedy o metodu statickou (napjatost polotovaru je 

ur�ována dosazením podmínky  plasticity do rovnic  rovnováhy  
a �ešením takto získané diferenciální rovnice – p�i tlouš�ce 
plechu a mezi kluzu = konst.), ale o metodu dynamickou, 
která sleduje jak zm�nu tlouš�ky st�ny v závislosti na zm�n� 
meze kluzu tvá�eného polotovaru, tak také velikost 
spot�ebované práce, která je pot�ebná na p�emíst�ní                       
a deformaci jednotlivých element�, jejíž velikost vychází práv� 
z energetického rozboru daného procesu.      

 
2)  Energetický rozbor stacionárních pochod� p�i tvá�ení 

 

       Energetický rozbor stacionárních pochod� p�edpokládá,               
že práce AZ vn�jší síly, nutná k tvá�ení, je �áste�n� vynaložena 
na plastickou deformaci zpracovávaného materiálu APL, zbytek se 
jako t�ecí práce AT m�ní na teplo na sty�ných plochách materiálu 
a nástroje. Pak platí: 
 
                                           AZ = APL + AT         (1)  

 
 

Vyjad�ující energetickou bilanci pochodu. Po zavedení 
sou�initele ú�innosti pochodu ηηηη, ur�eného vzorcem: 
 
    
  
        
je možno závislost napsat ve tvaru: 
 
  
 
 
 
nebo, p�i deformaci stejného druhu: 
 

 
 
 
kde:  w – práce plastické deformace vztažené na jednotku objemu  
               t�lesa, 
         V – objem tvá�eného materiálu. 
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       Ve stacionárních pochodech má síla F, vyvíjená nástrojem              
a p�sobící na tvá�ený materiál, stálou hodnotu. Proto práce této 
síly vynaložené na p�emíst�ní h je: 
 
                                              AZ = F × h            (5)       

 

kde: AZ – práce vn�jší síly. 
 
       Sou�asn� s p�emíst�ním materiálu o veli�inu h se zv�tší 
objem tvá�eného materiálu o: 
 

                                              V = S × h            (6) 
 

kde: V – zv�tšený objem tvá�eného materiálu, 
        S – je  p�í�ný  pr��ez  té  �ásti  polotovaru,  na  kterou p�sobí   
              síla F. 
 
       Dosazením t�chto vztah� do rovnice (4) dostaneme po d�lení 
veli�inou h (p�emíst�ní materiálu), základní vzorec pro sílu 
p�sobící ve stacionárních pochodech:    
 
 

 
 

kde: w – práce  plastické deformace vztažené na jednotku objemu  
               t�lesa, 
        η – sou�initel ú�innosti pochodu, 
        S – je  p�í�ný  pr��ez  té  �ásti  polotovaru,  na  kterou p�sobí   
              síla F. 
 

       Pod�líme-li tuto rovnici plochou S p�í�ného pr��ezu 
polotovaru p�enášejícího sílu F, dostaneme meridiální nap�tí σσσσ2, 
p�sobící v tomto pr��ezu, tedy: 
 
  

 
 

kde: F – síla p�sobící na p�í�ný pr��ez S,  
        S – je  p�í�ný  pr��ez  té  �ásti  polotovaru,  na  kterou p�sobí   
              síla F, 
        w – práce plastické deformace vztažené na jednotku objemu  
               t�lesa, 
        η – sou�initel ú�innosti pochodu. 
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       Meridiální nap�tí σσσσ2 v p�í�ném pr��ezu polotovaru p�i 
stacionárním pochodu je rovno m�rné plastické deformaci w 
pod�lené sou�initelem ú�innosti pochodu ηηηη. 
 
       Aby bylo možno ur�it velikost práce AZ, sílu F, pop�ípad� 
velikost meridiálního nap�tí σσσσ2, jež zajímá technologa, je t�eba 
znát sou�initel ú�innosti pochodu η a hodnotu jednotkové práce w 
spot�ebované k plastické deformaci.  
 
 

Ur�ení p�ibližné hodnoty sou�initele ú�innosti                     
u stacionárních pochod�: 

 

A)  Pracovní plocha nástroje má tvar kužele o st�edovém 
úhlu 2 ×××× γγγγ (viz. obr.1): 

 
 

    
 
         
 
 

 

  
 
 
 

Obr. 1 Kuželový nástroj o st�edovém úhlu 2 × γ 
 

       Na element polotovaru vymezený dv�ma rovinami 
procházejícími osou polotovaru a tvo�ícími velmi malý úhel θθθθ 
p�sobí pak tyto síly s pr�m�ty ve sm�ru osy: 
       1) �ást vn�jší síly F� p�ipadající na zkoumanou výse� 
polotovaru a rovnající se: 
 
 
 
       2) Složka N tlaku nástroje sm��ující kolmo k tvo�ící p�ímce 
kužele. 
       3) Složka f ×××× N, sm��ující podél tvo�ící �áry ve sm�ru 
opa�ném k pohybu materiálu. 
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       Podmínkou rovnováhy t�chto sil ve sm�ru osy  nástroje 
potom  je: 
 

 
a po úprav�: 

 
 
 
 
 
Zanedbáme-li pro zjednodušení zm�nu délky tvo�ící �áry, k níž 
dochází p�i n�kterých pochodech, pak práci vn�jší síly: 
 

AZ = F × h 
 

vykonané p�i posunu h, odpovídá práce t�ení: 
 
 
 
 
 
která je sou�inem složky f ×××× N a posunu h. Dosadíme-li v tomto 
vzorci místo složky N veli�inu vyjád�enou vzorcem (10), 
dostaneme: 
 
 
 
 
 
Známe-li práci t�ení AT a jí odpovídající celkovou práci AZ ze 
vzorce (5), je možno s použitím vztahu (2) vyjád�it hodnotu 
sou�initele ú�innosti vztahem: 
 

 
 
 
Tuto závislost lze rovn�ž napsat ve tvaru: 
 
 
 
 
kde: l  – délka tvo�ící �áry kužele, na níž materiál p�iléhá k nástroji, 
       a  – pr�m�t této tvo�ící �áry na rovinu kolmou k ose (obr.1). 
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B)  Obrys nástroje není kuželový (viz. obr. 2): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 2 Nástroj nekuželového charakteru 
 

       Abychom ur�ili hodnotu sou�initele ú�innosti ηηηη v p�ípad�, 
kdy obrys nástroje není kuželový, je t�eba nahradit skute�ný obrys 
kuželem, jehož tvo�ící �áru vedeme krajními body AB (délka styku 
materiálu s nástrojem), jak  je  znázorn�no  na  obr. 2. Tímto 
zp�sobem ur�íme úhel γγγγ vyskytující se ve vzorci (14). Budeme 
uvažovat délku l rovnající se skute�né délce styku materiálu 
s tažníkem a nikoli vzdálenosti krajních bod� AB (viz. obr. 2). Tím 
budeme uvažovat i vzr�st t�ecí práce zp�sobené zv�tšením 
sty�né plochy tvá�eného materiálu s nástrojem. 
 
 
       Ve zvláštním p�ípad�, kdy nástroj tla�í na materiál podél 
kruhového oblouku o polom�ru ρ a st�edovém úhlu π /2 je délka 

dotyku 
2
	

�l ×=   a pr�m�t této �áry na sm�r kolmý k ose je a = ρ. 

Úhel γ p�ímky spojující krajní body �áry styku je v tomto p�ípad� 
π/4, a tedy cotg γ = 1. Dosazením t�chto veli�in do vzorce (14) 
dostaneme:   
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       Tvo�í-li �ára dotyku p�lkruh, jako je tomu u metody tažení 
obracením, dostaneme: 

l = ππππ ×××× ρρρρ,         a = 2 ×××× ρρρρ,         γγγγ = ππππ / 2,         cotg γγγγ = 0. 
 
Po dosazení t�chto veli�in do vzorce [14] dostaneme: 
 
 
 
 
       Tyto výsledky jsou sestaveny v tab. 1, v níž jsou rovn�ž 
uvedeny hodnoty sou�initele η, vypo�ítané pro f = 0,15. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Tab. 1   Ú�innost   stacionárních  lisovacích  pochod�  p�i  r�zných  
             tvarech nástroje 
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γγγγ´ 

 
Ur�ení m�rné plastické deformace w u stacionárních 

pochod�: 
 

      Ve stacionárních pochodech tažení válcových výtažk� je 
deformace plech� zp�sobena: 
 

 Postupnými zm�nami zak�ivení poledníku polotovaru, 
 

 Zm�nou pr�m�ru a tlouš�ky taženého válcového elementu. 
 

       Pro zjednodušení zavedeme p�edpoklad, že oba druhy 
deformací vznikají nezávisle a nahradíme skute�ný obrys 
poledníku obrysem zjednodušeným, složeným výhradn� 
z p�ímých úsek� a kruhových oblouk�, viz. obr. 3.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.3 Obrys polotovaru skládající se z rovných úsek� 
a kruhových oblouk� 
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P�i zm�n� obrysu polotovaru zavedeme p�edpoklady: 

 
� B�hem tažení v bodech A´, A´´, B´, B´´ není pr�m�r polotovaru 

podroben zm�n�, 
 

� P�i zm�n� polotovaru se nem�ní jeho zak�ivení v meridiální 
rovin�.  

 

       Celkovou  deformaci  materiálu  ϕϕϕϕi celk  lze  ur�it  jako  sou�et 
st�edních hodnot deformací ϕϕϕϕi A´, ϕϕϕϕi A´´, ϕϕϕϕi B´, ϕϕϕϕi B´´  souvisejících se 
zm�nou  k�ivosti  v  bodech  A´, A´´, B´, B´´,  a  deformace 
náhradní ϕϕϕϕi AB spojené se zm�nou rozm�r� polotovaru:   
 
                                     ϕϕϕϕi celk  = ϕϕϕϕi AB  +  ΣΣΣΣ ϕϕϕϕi                    (17) 
 
 
P�edpoklad: 
 
 St�ední hodnota meze kluzu Re v pr��ezu tvá�eného 

polotovaru je funkcí takto ur�ené celkové deformace materiálu 
(znamená to nap�. že ohýbání plechu vyvolává v d�sledku 
stla�ení stejný st�ední vzr�st meze kluzu Re jako obdobná 
deformace spojená se zm�nou pr�m�ru, jsou-li hodnoty 
náhradní deformace v obou p�ípadech navzájem rovny). 

 

 Tím je umožn�no zjednodušením problému ur�it jednoduchou 
cestou hodnotu m�rné práce pomocí k�ivek diagramu 
zpevn�ní. 

                                                                                                                                                                                                                   
 

       Odpovídá-li výchozí stav tvá�eného materiálu po�áte�nímu 
bodu k�ivky na diagramu zpevn�ní, pak je možno ur�it m�rnou 
práci plastické deformace ze vzorce: 
 
 
 
 
kde: L         –    deforma�ní práce, 
        V         –    objem tvá�eného materiálu,      
        λ          –   sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

Re       –   mez kluzu daného materiálu, 
        ϕi celk  –   celková hodnota plastické deformace   
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      St�ední hodnotu intenzity deformace ϕϕϕϕi, spojené se zm�nou 
zak�ivení, lze ur�it pomocí vzorce: 
 
 

 

 
 

kde:   s   –   tlouš�ka plechu [mm], 
          ρ  –   polom�r zak�ivení materiálu [mm]. 
 
       Ur�ení hodnoty náhradní deformace ϕϕϕϕi AB – ur�ení její 
hodnoty je spojené se zm�nou pr�m�ru a je složit�jší, protože 
z konstrukce lisovadla vyplývá pouze kone�ný pr�m�r polotovaru, 
a tedy hodnota obvodové deformace ϕϕϕϕ1, podélné prodloužení 
nebo zkrácení výlisku nejsou naproti tomu p�edem známy. 
       Není rovn�ž p�edem znám pr�b�h deformace (po�et tah� 
apod.), na n�mž je rovn�ž závislá hodnota intenzity plastické 
deformace.      
 
       Pro teoretické ur�ení závislostí, k nimž dochází, uvažujeme 
stacionární proces tažení trubky s rozši�ováním pomocí 
kuželového trnu, viz. obr. 5. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Obr. 5 Stacionární pochod obvodového a osového tažení trubky 
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       V každém stacionárním pochodu nastává deformace 
materiálu vlivem napjatosti, m�nící se s postupujícím posunem 
uvažovaného elementu polotovaru po povrchu nástroje. 
 
 
       Na za�átku procesu v pr��ezu A – A (obr.5) p�evládá tažení 
s rozši�ováním p�sobením obvodových nap�tí σσσσ1, nebo� v tomto 
pr��ezu jsou osová (meridiální) nap�tí σσσσ2 = 0, protože na 
nedeformovanou �ást trubky nep�sobí žádné síly. Tento stav 
odpovídá bodu A na kružnici nap�tí (obr. 4 b) a vyvolává 
deformaci vyjád�enou v diagramu deformací (obr. 4 c) velmi 
malým úsekem �áry probíhajícím tangenciáln� k ose 1.   
       S postupným p�esunem uvažovaného elementu sm�rem ke 
kone�nému pr��ezu B – B (obr.5) vzr�stá osové (meridiální) 
nap�tí σσσσ2 a sou�asn� dochází k p�íslušné zm�n� obvodového 
nap�tí σσσσ1. 
       Bod vyjad�ující napjatost se tedy p�esune podél kruhového 
oblouku od po�áte�ního bodu A k bodu B, odpovídajícímu 
kone�nému stavu. 
       Se zm�nou napjatosti se m�ní schéma deformací, což 
zp�sobuje zak�ivení �áry, jíž je v diagramu zobrazen pr�b�h 
deformace (obr. 4 c). 
       Kone�ný stav deformace, získaný jako výsledek celého 
pochodu, je možno ur�it promítnutím kone�ného bodu �áry 
deformace B na každou ze t�í os.  
       Pr�m�t tohoto bodu na osu (1) musí samoz�ejm� dát 
hledanou hodnotu obvodové deformace: 
 
   
  
 
Kde:   d   –   po�áte�ní pr�m�r tvá�ené trubky, 
          D  –  kone�ný pr�m�r tvá�ené trubky. 
 
       Délka �áry deformace vyjad�uje hodnotu intenzity plastické 
deformace ϕϕϕϕi pro pr�b�h vymezený touto �arou.  
       Pr�b�h pochodu v diagramu deformací lze ur�it p�esn� na 
základ� úm�rnosti p�ír�stk� deformací u p�íslušných složek 
deviátoru nap�tí (v praktických aplikacích je metoda dosti pracná 
a n�kdy i obtížná). 

d
Dln1 =ϕ
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       Pro praktické zjednodušení je možno ur�it p�ibližnou 
intenzitu plastické deformace, a to aplikací pro každý pochod 
ur�itého schématu deformací, který je charakteristický pro tento 
proces.  
 
       Pro �ty�i základní pochody tažení použijeme t�chto 
charakteristických schémat: 
 
A) Pro tažení s rozši�ováním a pro zužování: 
 

σσσσ1 = Re;    ϕϕϕϕ2 = 0;    ϕϕϕϕ3 = –  ϕϕϕϕ1      (obr. 5 b oblast A-B)     
 
 
B) Pro tažení se zužováním a pro rozši�ování: 
 

σσσσ1  = –  δδδδ2  = Re;     ϕϕϕϕ3 = 0;    ϕϕϕϕ1 = –  ϕϕϕϕ2         (obr. 5 b oblast C-D)     
 
 
      P�edpoklad: Nahrazení skute�né k�ivky, vyjad�ující pr�b�h 
deformace v diagramu úsekem p�ímky vycházející ze st�edu 
soustavy a svírající s osou (1) úhel + 30°nebo – 30° podle druhu 
operace.  
       Je-li takto vymezen pr�b�h deformace, je možno ur�it jak 
hodnotu intenzity deformace, tak rovn�ž kone�né rozm�ry 
uvažovaného válcového elementu.   
       Tato metoda poskytuje také možnost ur�it síly a nap�tí 
b�hem pochodu s p�esností vyhovující pro technologické výpo�ty. 
 
 
 

1. Tažení  s  rozši�ováním 
 

       Deformace vzniká podle schématu ϕϕϕϕ2 = 0; ϕϕϕϕ3 = –  ϕϕϕϕ1, což by 
p�esn� odpovídalo schématu nap�tí vyjád�eném bodem M na 
kružnici nap�tí (obr.5 b). Jelikož tento bod leží p�ibližn� 
uprost�ed oblouku A-B, odpovídajícího napjatostí p�i tažení 
s rozši�ováním, m�že být uvedené schéma deformací skute�n� 
považováno za nejvhodn�jší pro tento proces.  
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       P�edpoklad, že ϕϕϕϕ2 = 0, je rovnocenný s úvahou, že délka 
tvo�ící �áry tvá�eného válcového polotovaru není podrobena 
zm�n� b�hem procesu zv�tšování jeho pr�m�ru.  
       Z toho plyne záv�r, že plocha pr��ezu trubky S po její 
deformaci se musí rovnat ploše výchozího pr��ezu S0.  
 

S ≈≈≈≈ S0                  (20) 
 

       Zv�tšení pr�m�ru válcového elementu nastává výhradn� 
zmenšením jeho tlouš�ky, jež v kone�né fázi získává hodnotu: 
 
 
 
 
 
 
kde:  d  –  výchozí pr�m�r trubky, 
        D  –  kone�ný pr�m�r trubky,  
        s0 –   její výchozí tlouš�ka. 
 
 
 
       Dosazením závislosti (20) do obecného vztahu (7) je možno 
ur�it sílu F nutnou k vytažení trubky ze vzorce:  
 
 
 
 
 
 
 
 
kde:  d          –    výchozí pr�m�r trubky, 

s0         –    její výchozí tlouš�ka, 
        λ           –   sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

η          –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
Re       –    mez kluzu, 
 ϕi celk  –    celková hodnota plastické deformace 
 
 
 

( )21
D
dss 0 ×≈

( )22celkie0TAŽ
Rsd�F ϕ×××××=

�

�
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F
F

F 

 
1. 1 Tažení  tenkost�nných  trubek  kuželovým  trnem 

 
       Tento pochod je znázorn�ný na obr. 6. B�hem zm�ny                 
z  po�áte�ní válcové �ásti o pr�m�ru „d“ v �ást kuželovou 
dochází k volnému zak�ivování polotovaru v meridiální 
rovin�, viz. obr. 6. 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr.6 Tažení tenkost�nné trubky kuželovým trnem 
 
 
       Po nahrazení skute�ného obrysu poledníku obloukem  
A´–  A´´ o  polom�ru ρρρρA  lze  ur�it  hodnotu   tohoto   polom�ru 
z podmínky rovnováhy moment� p�sobících na zak�ivenou výse� 
polotovaru, viz. obr.7. 
 
  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 7 Momenty p�sobící na zak�ivenou výse� polotovaru 
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       Na element A´– A´´ p�sobí v bod� A´ ohybový moment MA´, 
vyvolávající ohyb materiálu v tomto bod� a navíc p�sobí v bod� 
A‘‘ krom� p�í�né síly FT a podélné síly FP ješt� moment MA´´, 
vyvolávající vyrovnání zak�iveného pásma polotovaru.  
       Za p�edpokladu, že ϕϕϕϕ2 = 0, je velikost t�chto moment� 
p�ibližn�: 
    
 
 
kde:   Re  –   mez kluzu, 
            s     –   tlouš�ka tažené trubky, 

r    –   polom�r trubky, 
θ     –   st�edový úhel uvažované výse�e výtažku. 

 

je-li ší�ka uvažovaného elementu rovna r ×××× θθθθ. 
 
       Krom� moment� MA´ a MA´´ p�sobí na uvažované pásmo 
obvodová nap�tí σσσσ1, která se v tomto míst� polotovaru rovnají 
mezi kluzu Re. 
       Uvažujeme-li zjednodušení, že délka oblouku A´– A´´ je 
rovna ρρρρA  ×××× sin γγγγ, dávají tato nap�tí výslednici: 
 

Fvýs  =  ρρρρA   ××××  sin γγγγ   ××××   s   ××××   Re   ××××  θθθθ 
 

sm��ující podél polom�ru k ose tvá�ené trubky. 
 

kde:  ρA  –   polom�r zak�ivení na st�ed tlouš�ky materiálu trubky, 
γ    –  úhel zak�ivené výse�e od bodu A´do bodu A´´, 
s    –   tlouš�ka tažené trubky, 
Re  –   mez kluzu, 

           θ    –   st�edový úhel uvažované výse�e výtažku.  
 
       Je možno uvažovat, že rameno této výslednice vzhledem 

k bodu A´´ je �sin�
2
1

A ×× , a tedy její moment v��i tomuto bodu 

se rovná:   
 
 
Kone�ný výsledek rovnice rovnováhy moment� v��i bodu A´´ je: 
 
 
 

e

2

A´´A´ R
4

s
rMM ×××==
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( )26
sr2

s
3

2
�3

s

BB
Bi +×

×=
×

=ϕ 

 

Po zjednodušení dostaneme polom�r zak�ivení ρρρρA: 
 
 
 
 
kde:  s   –   tlouš�ka tažené trubky, 
        r    –   polom�r trubky, 

γ   –   úhel zak�ivené výse�e od bodu A´do bodu A´´. 
 

       Známe-li polom�r zak�ivení ρρρρA, m�žeme ur�it ze vzorce (19) 
st�ední  velikost  intenzity   plastické   deformace ϕϕϕϕ  iA vyvolané 
dvojnásobnou zm�nou zak�ivení plechu v po�áte�ní fázi procesu:   
 

  
 
 
 

kde:  ρA  –   polom�r zak�ivení na st�ed tlouš�ky materiálu trubky, 
s    –   tlouš�ka tažené trubky, 

          r     –   polom�r trubky, 
 
       Další deformace materiálu je zp�sobena zv�tšováním 
pr�m�ru trubky. Intenzitu deformace, jíž je materiál podroben na 
úseku   mezi   body  A  a  B  ozna�íme ϕϕϕϕ i AB.  U  p�edpokládaného 
schématu deformací typu ϕϕϕϕ2 = 0 se intenzita deformace vyjád�í: 
 

 
 
 
 

kde:  d    –   výchozí pr�m�r trubky, 
        D   –   kone�ný pr�m�r trubky,  
 
       Na konci procesu dochází posléze v bodech B´ a B‘‘ 
k op�tovnému ohýbání a vyrovnávání uvažovaného pásma, což 
vyvolává další vzr�st intenzity deformace o st�ední hodnotu: 
 
 
 
 

 

 

kde: s
2
1r� BB ×+=  je polom�r zak�ivení materiálu na hran� 

lisovacího nástroje s polom�rem zaoblení rB (obr.6). 

( )23
�sin
rs

�A
×=

( )24
r
ssin

3
1

�3
s

A
Ai ××=

×
= �ϕ

( )25
d
Dln

3
2

3
2

1ABi ×=×= ϕϕ
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       Celková deformace  ϕϕϕϕ i celk,  jíž je materiál  podroben  b�hem 
pochodu, se  rovná  sou�tu  deformací spojených s ohýbáním 
plechu a zv�tšováním pr�m�ru trubky: 
 

ϕϕϕϕ i celk   =   ϕϕϕϕ i A    +    ϕϕϕϕ i AB      +   ϕϕϕϕ i B                   (27) 
 
 

        Dosazením do rovnice (27) z rovnic (24), (25), (26) 
dostaneme výchozí vztah: 
 
 
 
 
 

kde:   s    –   tlouš�ka tažené trubky, 
          r     –   polom�r trubky, 

d    –   výchozí pr�m�r trubky, 
          D   –   kone�ný pr�m�r trubky,  

rs   –   polom�r zaoblení hrany tažníku, 
 
       Zv�tšení pr�m�ru trubky tažením na trnu je omezeno 
nebezpe�ím p�etržení materiálu podél tvo�ící �áry. P�i zpracování 
m�kkých a tvárných materiál� praskání p�edchází obvykle místní 
zten�ení st�ny, vyvolané nerovnom�rnou deformací materiálu 
vytahovaného v obvodovém sm�ru.  
 
       Lze proto p�edpokládat, že podmínkou úsp�šného zakon�ení 
pochodu  je  nep�ekro�it   mezní   hodnotu  ϕϕϕϕ i

R,  p�i  níž  se 
tažený materiál za�íná nerovnom�rn� deformovat rovinnou 
deformací.  
       Protože záv�re�né tažení materiálu nemá již vliv na možnost 
vzniku trhliny, lze podmínku rovnom�rné deformace taženého 
polotovaru vyjád�it vztahem: 
     

ϕϕϕϕ iR  >>>>   ϕϕϕϕ i A    +    ϕϕϕϕ i AB               (29) 
 
po dosazení p�íslušných hodnot ϕϕϕϕ i A a   ϕϕϕϕ i AB dostaneme: 
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kde:   s    –   tlouš�ka tažené trubky, 
          r     –   polom�r trubky, 
          D   –   kone�ný pr�m�r trubky,  

d    –   výchozí pr�m�r trubky, 
γ   –   úhel zak�ivené výse�e. 
 

a tedy platí také: 
 

 
 
 
 
 
kde:   D      –      kone�ný pr�m�r trubky,  

d       –      výchozí pr�m�r trubky, 
           ϕ iR  –      mezní hodnota deformace,   

γ       –      úhel zak�ivené výse�e, 
s       –      tlouš�ka tažené trubky, 

         r        –      polom�r trubky. 
            

       Tato podmínka dává pouze orienta�ní informaci pro vznik 
trhlin, nebo� jev sám je velice složitý a závislý na mnoha 
dodate�ných �initelích, p�edevším na tlouš�ce tvá�ené trubky, 
hladkosti povrchu apod. 

 
 
 
 
 
 

1. 2 Zp�tné  tažení  s  využitím  dutého  tažníku                
v  2. operaci 

 

       P�íklad stacionárního pochodu tažení, p�i n�mž dochází 
k p�ehrnování materiálu, je znázorn�n na obr. 9.  
       P�sobením tažníku objímkového tvaru dochází k utvo�ení 
prstencového výtažku na úkor výšky h nedeformované �ásti 
polotovaru.  
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Obr. 9 Tažení válcové st�ny výtažku p�ehrnováním (obracením) 
 

      Hodnotu celkové plastické deformace ϕϕϕϕ  i celk, jíž je podroben 
materiál v tomto pochodu, je možno ur�it podle vzorce: 
 
 

 
 

 
 

P�i�emž polom�r zak�ivení:  ( );dD
4
1� −×=  

Po dosazení této závislosti do p�edchozí rovnice, dostaneme: 
 
 

 
          
 
 
 

kde:    D   –   vn�jší pr�m�r kone�ného výtažku,  
d    –   vnit�ní pr�m�r kone�ného výtažku,            
s    –   tlouš�ka plechu, 
ρ  –    polom�r zak�ivení výtažku. 
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      Známe-li   hodnotu   celkové   deformace ϕϕϕϕ  i  celk, je možno 
ur�it z diagramu zpevn�ní jí odpovídající hodnoty meze kluzu            
Re (σσσσK) a  sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní λλλλ. Po jejich 
dosazení do rovnice (22),  v níž podle tab. 1 budeme uvažovat, 

sou�initel ú�innosti ηηηη:   f,
2
	1� ×−=   dostaneme sílu tažníku:  

 
 
 
 
 
 
 

 
 

2. Tažení  se  zužováním 
 

       P�i pochodech tažení se zužováním se materiál deformuje 
vlivem tlakových nap�tí obvodových σσσσ1 a tahových nap�tí 
meridiálních (osových) σσσσ2, která jsou ve výchozím pr��ezu 
nulová, na�ež postupn� vzr�stají se zmenšováním pr�m�ru 
deformovaného polotovaru.   
       V diagramu nap�tí (obr. 11) to odpovídá posunu bodu po 
kruhovém oblouku, který odpovídá napjatosti od výchozího bodu 
A sm�rem k bodu B.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr. 11 Proces stacionárního tažení se zužováním trubky bez trnu 
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       Napjatost ukazuje, že je pro daný p�ípad charakteristické 
schéma    deformací    elementu:     ϕϕϕϕ3 = 0;    –  ϕϕϕϕ1 = ϕϕϕϕ2   vyjád�ené                   
v diagramu deformací p�ímkou OP svírající s osou (1)                 
úhel 150°. 
 
       P�edpoklad konstantní tlouš�ky výtažku vede k záv�ru,                
že plocha povrchu taženého polotovaru se b�hem tažení 
nem�ní (S0 = S). Vzhledem k zmenšování pr�m�r� válcového 
elementu musí dojít k zv�tšování jeho délky.  
 

       Podélná deformace (prodloužení) trubky ϕϕϕϕ2 je tedy: 
 
  
 
 
       Po�áte�ní délka uvažovaného elementu l0 po deformaci 
dosáhne hodnoty: 
 
 
        
 
kde:  D  –   výchozí pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
        d   –   kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
         l0  –   po�áte�ní délka uvažovaného elementu 
 
2. 1 Tažení  trubek  kuželovým  pr�vlakem  bez  trnu 

 
       Obr. 11 ukazuje tažení tenkost�nné trubky kuželovým 
pr�vlakem bez trnu.  
       Výchozí pr�m�r trubky ∅∅∅∅ D, se b�hem tohoto pochodu 
zmenší na rozm�r ∅∅∅∅ d. Síla F p�sobí na konci trubky 
vycházejícím  z  pr�vlaku. 
       
        Zak�ivení poledníku p�i vstupu do kuželové �ásti nástroje 
ur�íme op�t z podmínky rovnováhy moment� k bodu A´´ 
p�sobících    na    výse�  polotovaru A´–  A´´.   Polom�r  zak�ivení 
oblouku A´- A´´ je potom: 
 
 
 
 

( )35
d
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kde:  R  = ½ D  –   výchozí polom�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
         s  –   tlouš�ka trubky, 

γ  –   úhel sklonu tvo�ící �áry kuželového otvoru pr�vlaku.    
 
 
 

       Jednotlivé složky intenzity deformace jíž je materiál podroben 
p�i pr�chodu otvorem pr�vlaku, jsou: 
 
       a) Deformace spojená s dvojí zm�nou zak�ivení p�i 
vstupu materiálu do pr�vlaku (v bodech A´a A´´, obr. 11):  

 
 
 

          
 
 
 
 
kde:    ρA   –    polom�r zak�ivení oblouku A´– A´´, 

s     –    tlouš�ka trubky, 
          R    –    polom�r trubky, 

γ    –    úhel sklonu tvo�ící �áry kuželového otvoru pr�vlaku.  
 

       b) Deformace spojená se zmenšováním pr�m�ru trubky  
z  ∅∅∅∅ D  na  ∅∅∅∅ d, podle schématu ϕϕϕϕ3 = 0; je rovna:   
 
 

 
   

 
 

kde: ∅ D  –  výchozí pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
∅ d   –   kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
 

       c) Deformace spojená s dvojí zm�nou zak�ivení p�i 
opušt�ní kuželové �ásti, (v bodech B´a B´´, obr. 11): 
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kde:    ρB   –    polom�r zak�ivení oblouku B´– B´´, 
s     –    tlouš�ka trubky, 

          rB   –   polom�r     zaoblení     hrany     pr�vlaku    u    vyúst�ní  
                    kuželového   otvoru.   
 
 
       Celková  deformace  materiálu ϕϕϕϕ i celk  p�i  tomto  pochodu, 
která je sou�tem uvedených složek, se rovná: 

 
ϕϕϕϕ i celk   =   ϕϕϕϕ i A    +    ϕϕϕϕ i AB      +   ϕϕϕϕ i B                   (41) 

 
 
 
 
 
 

 
kde: γ         –    úhel sklonu tvo�ící �áry kuželového otvoru pr�vlaku, 
           s         –    tlouš�ka trubky, 

R        –    výchozí polom�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
           ∅ D   –   výchozí pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 

∅ d   –    kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
rB      –    polom�r   zaoblení    hrany     pr�vlaku    u    vyúst�ní  

                    kuželového   otvoru.   
 

       Síla F, jíž je nutno táhnout trubku z pr�vlaku, se podle vzorce 
[7] vyjád�í vztahem: 
 
 
 
 
 
 
kde:  S          –    p�í�ný pr��ez deformované trubky, 
         λ          –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

η          –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
Re       –    mez kluzu, 
 ϕi celk  –    celková hodnota plastické deformace. 
  

       Kde hodnoty λλλλ  a Re se stanoví z diagramu zpevn�ní daného 
materiálu pro hodnotu ϕϕϕϕi celk ur�enou vzorcem (42). 
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       P�í�ný pr��ez deformované trubky S ve vzorci (43) lze ur�it 
za p�edpokladu, že tlouš�ka materiálu se b�hem tažení nem�ní 
s0 = s, tedy: 
 
 

S = ππππ  ××××  d  ××××  s              (44)              
 
 

Po dosazení do vzorce (43) je možno výslednou sílu vyjád�it: 
 
 

 
 
 
 
 

kde:   d           –    kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
          s          –    tlouš�ka trubky, 

λ          –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 
η          –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
Re       –    mez kluzu, 
ϕi celk  –    celková hodnota plastické deformace. 
 

       Podmínka pevnosti !!!: P�ekro�í-li síla F ur�itou kritickou 
hodnotu Fkrit, dojde k p�etržení trubky.  
       Deformace materiálu, k níž dochází v procesu tažení, obvykle 
p�ekra�uje mezní hodnotu rovnom�rné deformace ϕϕϕϕ i

R, a proto 
síla: 
 
      

Fkrit  =  ππππ  ××××  d  ××××  s  ××××   Re             (46) 
 
 
 

kde:   d           –    kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
          s          –    tlouš�ka trubky, 

Re        –    mez kluzu. 
 

vyvolávající trvalou deformaci trubky mimo pr�vlak je zárove� 
nejv�tší silou, kterou tažená trubka je schopna p�enést. Aby se 
materiál nep�etrhl b�hem tažení, musí být spln�na podmínka: 

( )45celkieRsd�F ϕ×××××=
�

�
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( )48
�

�

×
<

ncelkiϕ 

 

 
 

 

n  ××××   F    <<<<    Fkrit                       (47) 
 
 
 

kde:  n   –   sou�initel     bezpe�nosti     vykonávané     technologické  
                  operace   (vyjád�ený   �íslem   v�tším   jak   jedna). 
 

       Dosadíme-li  do vzorce  (47)  výrazy  (46)  a  (45)  dostaneme 
podmínku pevnosti tažené trubky: 
 
 
   
  

 
 

kde: η    –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
n    –    sou�initel     bezpe�nosti    vykonávané    technologické  
          operace   (vyjád�ený   �íslem   v�tším   jak   jedna). 
λ    –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

 
z níž je možno ur�it p�ípustný pom�r D/d dosažitelný b�hem 
jednoho tahu: 

 
 
 
 
 
 
kde:   ∅ D    –    výchozí pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 

                  ∅ d    –    kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
               η    –    sou�initel ú�innosti pochodu, 

n    –    sou�initel  bezpe�nosti   vykonávané   technologické  
                 operace   (vyjád�ený   �íslem   v�tším   jak   jedna). 

λ    –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 
               γ    –    úhel sklonu tvo�ící �áry kuželového otvoru pr�vlaku,   
                 s    –    tlouš�ka st�ny trubky, 

R   –    výchozí polom�r trubky na st�edu její tlouš�ky,,        
rB   –    polom�r   zaoblení    hrany    pr�vlaku    u    vyúst�ní  

                      kuželového   otvoru.   
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F´    F´´    

 
       V p�ípad�, že požadované zmenšení pr�m�ru trubky 
p�ekra�uje hodnotu vyplývající z uvedené podmínky, je 
k dosažení kone�ného rozm�ru zapot�ebí opakovaného tažení 
trubky, s postupným zmenšováním jejího pr�m�ru.  

 
 
 

Pozor!!!: P�i každém z postupných tah� musí být nutn� spln�na 
podmínka pevnosti. 

 
 
 

2. 2 Tažení  z  dutého  polotovaru  (p�edlisku) 
 
       Schéma tažení výtažku polotovaru je znázorn�no na               
obr. 12. Silou F vyvíjenou tažníkem a p�sobící na dno nádoby 
dochází k p�emís�ování materiálu po plochách tažnice sm�rem 
k jejímu otvoru.  
       Oblast plastických deformací sahá od bodu A k bodu B                
a b�hem tažení se nem�ní (obr. 12). S postupujícím 
zasouváním tažníku do tažnice se zv�tšuje pouze výška 
nádoby o pr�m�ru ∅∅∅∅ d2 a sou�asn� se zmenšuje výška 
nedeformované �ásti o pr�m�ru ∅∅∅∅ d1.  

 
Pozor!!!:  Tažení nádob není zcela pochodem stacionárním. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 12 Pochod p�ímého tažení z p�edlisku 
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Rozdíly tažení p�edlisku oproti tažením trubek: 
 

 P�edlisovaný dílec má oproti trubce nestejnou tlouš�ku st�ny                           
a mechanické vlastnosti materiálu v každém bod� tvo�ící �áry 
(trubka má stejnou tlouš�ku st�ny a stejné mechanické 
vlastnosti podél osy).  

 

 U p�edlisku je v blízkosti okraje nádoby materiál zpevn�ný 
a u dna m�kký.  

 
       Proto v po�áte�ní fázi tažení, kdy je deformován materiál dna 
p�edlisku, je síla tažníku F menší než v kone�né fázi tohoto 
procesu, kdy je tažen okraj nádoby, kde je nejv�tší tlouš�ka st�ny 
a nejv�tší zpevn�ní materiálu.   
 
V obecném p�ípad� je síla F ur�ena ze základní závislosti:  
 
 

 
 

kde: w – m�rná práce plastické deformace materiálu p�i tažení,  
        η – sou�initel ú�innosti pochodu, 
        S – je  p�í�ný  pr��ez  té  �ásti  polotovaru,  na  kterou p�sobí   
              síla F. 
 
        
       Podle (42) je hodnota intenzity deformace v po�áte�ní fázi 
tohoto pochodu ur�ena vzorcem:  
 
 
 
       
 

kde:   ∅ d1   –  v�tší pr�m�r výtažku m��ený na st�edu jeho tlouš�ky, 
                  ∅ d2   –  pr�m�r válcové �ásti výtažku m��ený na st�edu  jeho  
                                 tlouš�ky, 

          γ        –    úhel sklonu tvo�ící �áry kuželového otvoru tažnice,   
            s        –    tlouš�ka plechu p�edlisku,   

rm      –    polom�r zaoblení hrany tažnice.   
 

�

wSF ×=
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       P�edpokládá-li se, že na po�átku tažení není materiál 
vstupující do pásma deformace ješt� zpevn�n a tedy, že má mez 
kluzu Re0 (δδδδK0), pak m�rnou práci plastické deformace w´               
v  této fázi pochodu ur�íme ze vztahu:  
 

w´   =   Re´  ××××   ϕϕϕϕ i´  ××××   λλλλ´              (51) 
 

p�i�emž hodnotu Re´ (δδδδK´) a λλλλ´ ur�íme z diagramu zpevn�ní pro 
deformaci  ϕϕϕϕ i´ (obr.13 a). 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 13 a) Jednotková práce w´plastické deformace p�i tažení 
p�edlisku na za�átku pochodu 

 
P�íslušná  síla   tažníku F´ v  po�áte�ní  fázi  tažení  bude: 
 
 
 
 
 

kde:  S      –   p�í�ný pr��ez deformovaného p�edlisku, 
         λ´    –   sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

η      –   sou�initel ú�innosti pochodu, 
Re´  –   mez kluzu, 
 ϕ i´  –   hodnota plastické deformace na za�átku pochodu. 
 

( )52´´
eRS´F
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ϕ×××=
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       V kone�né fázi tažení znázorn�né na obr. 12 c), je možno 
zanedbat po�áte�ní ohýbání materiálu.  Intenzita deformace   ϕϕϕϕ i´ ́  
bude tedy: 
 
 

 
 
        
 

kde:   ∅ d1   –  v�tší pr�m�r výtažku m��ený na st�edu jeho tlouš�ky, 
                  ∅ d2   –  pr�m�r  válcové �ásti výtažku m��ený na st�edu  jeho  
                                tlouš�ky, 

                   s   –  tlouš�ka plechu p�edlisku,   
    rm  –  polom�r zaoblení hrany tažnice.   
 

       Abychom ur�ili m�rnou práci w´´, kterou je nutno vykonat na 
konci pochodu tažení, je t�eba p�ihlédnout k vlivu zpevn�ní.  
       P�edpokládáme-li, že intenzita deformace materiálu v procesu 

tažení byla ,
1

w
i d

Dln=ϕ  což vyvolalo vzr�st meze kluzu Re0 (δK0), 

pak   další   deformace   materiálu  ϕϕϕϕ i´ ́  v pr�b�hu tažení vyvolá 
vzr�st meze kluzu na hodnotu Re´´ (δδδδK´´) odpovídající úhrnné 
deformaci (ϕϕϕϕ i´ ́  +  ϕϕϕϕ iw).  
 
       M�rnou práci w´´ ur�íme ze vzorce (viz. obr. 13 b): 
 

w´´  =   ( ϕϕϕϕ iw +  ϕϕϕϕ i´ ́  ) ×××× λλλλ´´×××× Re´´  –   ϕϕϕϕ iw ×××× λλλλw ××××  δδδδK
w         (54) 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

Obr. 13 b) Jednotková práce w´´plastické deformace p�i tažení 
p�edlisku na konci pochodu tažení 
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Síla F´´ na konci tažení je: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

kde: w´´  –   m�rná  práce  plastické  deformace materiálu p�i tažení  
                       na konci pochodu,  
        η     –   sou�initel ú�innosti pochodu, 
        S   –    je    p�í�ný   pr��ez   té   �ásti   polotovaru,   na   kterou  
                   p�sobí  síla  F. 
 
 
 
       Síla F´´ na konci tažení je v d�sledku po�áte�ní deformace 
materiálu v�tší než síly F´na za�átku tohoto pochodu tažení 
p�edlisku. Pr�b�h síly F v závislosti na dráze tažníku je znázorn�n 
v diagramu na obr. 12. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. 3 Tažení  výtažku  z  dutého  polotovaru  (p�edlisku) 

zp�tným  tažením 
 

       P�i tažení výtažku z dutého polotovaru (p�edlisku) zp�tným 
tažením dochází ke zmenšení výchozího pr�m�ru ∅ d1 na pr�m�r 
∅ d2, viz. obr. 15. 

( )55
�

´´wS´´F ×=
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Obr. 15 Tažení p�edlisku zp�tným tažením 
 
 

Výhody zp�tného tažení: 
 

 Zmenšení po�tu zak�ivení, jímž je plech podroben p�i 
normálním tažení (u zp�tného tažení s dutým tažníkem 
v druhé operaci dochází k zak�ivení �ty�ikrát, u zp�tného 
tažení pouze k dvojímu ohýbání a to na za�átku pochodu 
v bod� A a na konci tažení v bod� B). 

 
Nevýhody zp�tného tažení: 
 

 Nemožnost zachovat závislost polom�ru zak�ivení ρρρρ na 
tlouš�ce plechu, nebo� tento polom�r vyplývá p�ímo z rozdílu 
pr�m�r�: 

 
 

 
 

       Celková Intenzita deformace, jíž je podroben tažený plech 
p�i zp�tném tažení ur�íme ze vzorce: 
 
 

 
 

kde:   ρ   –   polom�r zak�ivení výtažku na hran� tažnice,   
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v n�mž první výraz vyjad�uje deformaci spojenou se zm�nou 
pr�m�ru nádoby, a druhý st�ední deformaci, k níž dochází p�i 
ohýbání. 
 
 
 
 
       Dosadíme-li do tohoto  vzorce  místo  polom�ru  zak�ivení  ρρρρ 
výraz (56) dostaneme: 
 
 
 
 
 
 

 
 
pop�ípad�: 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

kde:   ∅ d1    –   výchozí vn�jší pr�m�r p�edlisku, 
                  ∅ d2    –   kone�ný vn�jší pr�m�r výtažku, 

                 s     –   tlouš�ka st�ny p�edlisku, 
 
 
       Tato závislost je vyjád�ena diagramem na obr. 16, kde horní 

plná k�ivka odpovídá hodnot�:  0,1
d

s2
1

=×   a spodní plná k�ivka  

odpovídá hodnot�:                       .     
         

0,02
d

s2

1
=×
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Zp�tné tažení 

Zp�tné tažení 

Pom�r  pr�m�r�      
2
1

d
d

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Obr. 16 Porovnání celkové intenzity deformace p�i zp�tném tažení 
a p�i p�ímém tažení  

 
       Z grafu je patrno, že ob� k�ivky dosahují v ur�itém bod� 
výrazného minima.  
 

       P�i velké tlouš�ce st�ny v pom�ru k pr�m�ru (horní k�ivka) 
nezávisle na pom�ru pr�m�r� ∅ d1  / ∅ d2 vyvolává zp�tné tažení 
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( )60



´´wsd�´´F
2

×××=
 

 

v�tší intenzitu celkové deformace než tažení normální 
(p�ímé).  
 

       Naproti tomu p�i malé tlouš�ce plechu (2×s / ∅ d1 = 0,02) 
m�že být zp�tné tažení výhodn�jší, zvlášt� v rozmezí v�tších 
hodnot pom�ru pr�m�r� ∅∅∅∅ d1 / ∅∅∅∅ d2.  
 
       K ur�ení maximální hodnoty síly tažníku F´´, p�sobící na 
dno deformované nádoby v kone�né fázi procesu je nutno 
p�edevším ur�it z diagramu zpevn�ní m�rnou práci w´´ 
vynaloženou na deformaci materiálu p�i zp�tném tažení se 
zpevn�ním, jemuž byl materiál na okraji nádoby podroben p�i 
lisování dutého polotovaru (p�edlisku). 
       Kone�nou hodnotu síly tažníku v uvažované fázi deformace 
ur�íme ze základní závislosti: 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

kde: w´´     –    m�rná práce plastické deformace materiálu p�i tažení  
                           na konci pochodu,  
        η         –   sou�initel ú�innosti pochodu, 

∅ d2    –   kone�ný vn�jší pr�m�r výtažku, 
          s          –   tlouš�ka st�ny p�edlisku. 
 
       P�i schématu deformací ϕϕϕϕ3 = 0, p�ijatým pro všechny pochody 
tažení se zužováním, zanedbáváme tlouš�ku plechu a uvažujeme 
ji za stejnou p�ed pochodem tažení, tak i po n�m:      s = s0    
 
 
 
       Sou�initel   ú�innosti   ηηηη,   je   ur�en   podle   tab. 1   zp�sob   
d), ur�en ze vztahu: 
 
  
 

 

f
2
	1� ×−=
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F 

 
3. Zužování 

 
       P�i zužování, viz. obr. 17 se pr�m�r tvá�eného válcového 
elementu zmenšuje vlivem obvodových tlakových nap�tí σσσσ1            
a také i tlakových nap�tí meridiálních (osových) σσσσ2.  
 
       V diagramu nap�tí to odpovídá posunu bodu po kruhovém 
oblouku (napjatost se m�ní od výchozího bodu A sm�rem k bodu 
B) ve t�etí �tvrti kružnice nap�tí, viz. obr.17 b) . 
 
       Charakteristickým schématem deformace pro tento pochod 
je:  ϕϕϕϕ2 = 0,   – ϕϕϕϕ1 = ϕϕϕϕ3, vyjád�ené p�ímkou OR v diagramu 
deformací, viz. obr. 17 b). 
 
   
     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 17 Stacionární pochod zužování trubky 
 

P�edpoklad: Dle uvedeného schématu deformací je možno 
zanedbat zm�ny, kterými je v pochodech zužování podrobena 
délka tvo�ící �áry. Lze p�edpokládat, že délka poledníku je 
konstantní a zmenšení pr�m�ru se kompenzuje pouze 
p�íslušným vzr�stem tlouš�ky st�ny. 
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Potom tedy platí: 
 
 
 
 
       Plocha pr��ezu trubky S po její deformaci se musí rovnat 
ploše výchozího pr��ezu S0:  
 
                                      S ≈≈≈≈ S0                  (62) 
 
 
 
 

3. 1 Zužování  trubek  v  kuželové  tažnici 
 

       Na obr. 17 je zobrazen  stacionární  pochod  tažení  trubky 
zužujícím se kuželovým otvorem pevné tažnice. Úhel sklonu 
tvo�ící �áry je ozna�en symbolem γγγγ a polom�r zaoblení hrany 
tažnice rm. 
 
       Pro ur�ení celkové intenzity deformace, kterou je materiál 
podroben p�i zužování, je nutno p�edevším ur�it polom�r ρρρρA 
volného zak�ivení materiálu p�i vstupu do kuželové �ásti 
tažnice. 
       Tento polom�r ρρρρA ur�íme z podmínek rovnováhy výse�e 
polotovaru tvo�ící oblouk A´A´´ s p�ihlédnutím k dodate�nému 
nap�tí σσσσ2, p�sobícímu podél osy trubky na po�áte�ní pr��ez 
elementu (v bodu A´). 
       Výslednice nap�tí σσσσ2 p�sobících na element o délce R ×××× d ×××× θθθθ 
jsou R ×××× d ×××× θθθθ ×××× s ×××× σσσσ2. Pon�vadž rameno této síly k bodu A´´ je 
ρρρρA  ×××× (1 – cos γγγγ), je její moment k tomuto bodu: 
 

MA´´  =  R ×××× d ×××× θθθθ ×××× s ×××× σσσσ2 ×××× ρρρρA  ×××× (1 – cos γγγγ), 
 

P�ihlédneme-li ješt� k momentu obvodových nap�tí σσσσ1 p�sobících 
na oblouku A´, A´´, dostaneme p�ibližn�: 
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Jakož i k momentu M vyvíjenému zbývající �ástí polotovaru na 
zkoumaný element v bodech A´a A´´, je možno napsat rovnici 
rovnováhy moment� vzhledem k bodu A´´ ve tvaru: 
 
 

 
       Následným použitím lineární podmínky tvárnosti σσσσ1 = – Re                                 
a s p�ihlédnutím k vlivu osových nap�tí σσσσ2 na velikost 
ohybového momentu M pak platí: 
 
 

 
 

 
Po zjednodušení dostaneme kvadratickou rovnici: 
 
 

 
 

 
z níž je možno ur�it hledanou hodnotu vztahu ρρρρA / s:  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
kde:    ρA    –     polom�r  volného  zak�ivení  materiálu  p�i  vstupu  do  
                          kuželové �ásti tažnice, 

                    s      –     tlouš�ka st�ny trubky, 
γ      –     úhel sklonu tvo�ící �áry, 
R      –     výchozí polom�r trubky, 
σ2    –     meridiální (osové) nap�tí, 
Re    –     mez kluzu    
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       Tato závislost je znázorn�na diagramem na obr. 18, z n�hož 
lze p�ímo ode�íst hodnotu vztahu ρρρρA/s po p�edb�žném odhadu 
nap�tí σσσσ2 v stla�ované �ásti trubky. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 18 Závislost  pom�r�   σσσσ2/Re   na   ρρρρA/s 
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( )66celkieRsD�F ϕ×××××=
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       Po p�edb�žném výpo�tu síly k tažení je možno podle pot�eby 
korigovat kombinovanou hodnotu nap�tí σσσσ2 a provést nový 
výpo�et polom�ru s v�tší p�esností. 
        
       Známe-li polom�r zak�ivení ρρρρA, m�žeme ur�it st�ední 
hodnotu intenzity deformace materiálu spojené s dvojí zm�nou 
zak�ivení v bodech  A´ a  A´´.  
       Celkovou   hodnotu   deformace  materiálu  p�i  zužování              
ϕϕϕϕi celk  pak  lze  vyjád�it:  
 
 

 

  
        

 
 
 

kde:   ∅ D  –   výchozí pr�m�r trubky m��ený na st�edu její tlouš�ky, 
                  ∅ d  –   kone�ný pr�m�r trubky m��ený na st�edu její tlouš�ky, 

           s        –   tlouš�ka st�ny trubky, 
         rB      –  polom�r zaoblení hrany tažnice, 
         ρA      –   polom�r  volného  zak�ivení  materiálu  p�i  vstupu  do  
                        kuželové �ásti tažnice, 

 
 

 
       Je-li výchozím materiálem žíhaná ocel, je možno ur�it                 
sílu FTAŽ k protla�ení trubky tažidlem ze základního vztahu: 
 
 
 
 
 
 
  
kde:   ∅ D    –   výchozí pr�m�r trubky m��ený na st�edu její tlouš�ky, 

                   s          –   tlouš�ka st�ny trubky, 
λ          –   sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 
η          –   sou�initel ú�innosti pochodu, 
Re       –   mez kluzu, 

             ϕi celk  –   celková hodnota plastické deformace. 
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Meridiální (osové) nap�tí stla�ované trubky σσσσ2 je: 
 

 
 
 
 
kde:   λ          –   sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

η          –   sou�initel ú�innosti pochodu, 
Re       –   mez kluzu, 

             ϕi celk  –   celková hodnota plastické deformace. 
 
       Hodnotu sou�initele ú�innosti pochodu ηηηη p�i kuželovém 
obrysu tažnice ur�íme z tab. 1: 
 

 
 
 
       Aby nedošlo k zborcení trubky p�ed vstupem do tažidla, musí 
být nap�tí σ2 menší než po�áte�ní mez kluzu materiálu Re

0.  
       S   p�ihlédnutím   k   sou�initeli   bezpe�nosti   pochodu   n 
napíšeme podmínku ve tvaru:  
 

ηηηη  ××××  σσσσ2   <   Re
0                (68) 
 

kde:   η          –   sou�initel ú�innosti pochodu, 
σ2      –   meridiální (osové) nap�tí, 
Re

0     –   po�áte�ní mez kluzu. 
            

       Po  dosazení   výrazu  (67)  místo   σσσσ2    dostaneme podmínku 
omezující   hodnotu  celkové   plastické   deformace   ϕϕϕϕi celk,  jíž lze   
dosáhnout  b�hem  jedné  operace  zužování: 
 

 
  
 
 
 
kde:   η          –   sou�initel ú�innosti pochodu, 

λ          –   sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 
Re

0     –   po�áte�ní mez kluzu, 
Re       –   mez kluzu po zpevn�ní. 
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       Jak je patrno z uvedeného vzorce, je p�ípustná hodnota 
celkové plastické deformace p�i zužování menší než v d�íve 
probraných operacích tažení se zužováním a tažení 
s rozši�ováním. 
 
       V procesu zužování p�sobí síla na �ást nezpevn�né 
trubky, kdežto p�i tažení se zužováním a rozši�ováním p�sobí síla 
na materiál již deformovaný, tedy zpevn�ný.  
 
       Jestliže p�i tažení se zužováním byl vzr�st meze                
kluzu Re vyvolaný tažníkem úkazem p�íznivým, zvyšujícím 
technologické možnosti, je v procesu zužování jevem 
nežádoucím. Proto je lépe použít pro zužování materiálu 
�áste�n� deformovaného, nebo� jeho další zpevn�ní probíhá 
zna�n� pomaleji než u materiálu žíhaného. 
 
 

3. 2 Zužování  zp�tným  tažením 
 

       Pochod zužování zp�tným tažením, p�i n�mž dochází 
k obrácení materiálu obruby je na obr. 19 a). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 

 
 
 
 

Obr. 19 a) Zužování obruby zp�tným tažením 
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Pásmo deformace je podél oblouku AB o polom�ru:  
 
 

 
 
p�i�emž ke zm�n� zak�ivení dochází v bodech A a B. 
 
       St�ední intenzita deformace materiálu, k níž dochází p�i 
tomto pochodu je potom: 

 
 
 
 
 
 
       Pr�m�r ∅∅∅∅ d2, p�i n�mž deformace materiálu, a tedy i síla 
zužování, dosahují minimální hodnoty, je zvláš� d�ležitá, nebo� 
práv� na tento pr�m�r se zm�ní válcový polotovar p�i volné 
deformaci, jak je znázorn�no na obr. 19 b).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 19 b) Zužování dna volným zp�tným tažením 

( ) ( )7021 dd
4
1� −×−=



 
List  - 43 - VUT BRNO 

Fakulta strojního 
inženýrství 

STACIONÁRNÍ  POCHODY 
TAŽENÍ Cvi�ení:  2 

 

0=
−
×+×

�
�

�

�

�
�

�

�

212

1

2 dd
s2

d
d

ln
)(dd

d

01
d

d
d
s1

d

d

1

2

11

2 =+×+×−
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
2

2

( )721
d
s1

d
s1

d
d

2

111

2 −
�
�

�

�

�
�

�

�
+−+=

 

 
       Síla p�íslušná pro tento pr�m�r ∅∅∅∅ d2 je tedy nejvyšší 
stla�ující silou, kterou mohou p�enést válcové st�ny výtažku 
op�ené o dno, viz. obr. 19 b). P�ekro�í-li stla�ující síla p�enášená 
výtažkem horní mez, dojde k samovolnému obrácení materiálu            
a k zvednutí dna, jak zobrazuje obr. 19 b).  
 
       Pro ur�ení pr�m�ru ∅∅∅∅ d2 odpovídajícímu extrémní celkové 
hodnot� intenzity ϕϕϕϕi celk, je nutno derivaci podle d2 výrazu 
obsaženého v závorkách ve vzorci (71) položit rovnou nule.     
 
 

 
 
 
 
 

Po derivování a úprav� dostaneme rovnici: 
 

 
 
 
 
 
z níž je možno ur�it hledanou hodnotu pr�m�ru ∅∅∅∅ d2 vzhledem 
k pr�m�ru ∅∅∅∅ d1: 
 
 

 
 
 
 
 
 
kde:  ∅ d1   –   výchozí pr�m�r polotovaru, 

∅ d2   –   kone�ný  pr�m�r  polotovaru  po  zužování  zp�tným  
  tažením, 

              s    –    tlouš�ka st�ny polotovaru. 
 
 
       Tato závislost je zobrazena diagramem na obr. 20, z n�hož 
vyplývá, že spolu se vzr�stem pom�ru d1 / (2 ×××× s) se vztah            
d2 / d1 odpovídající minimu blíží asymptoticky jedné.  
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Obr. 20 Závislost pom�r�  d1 / (2 ××××s)   na   d2 / d1 

 
 

       Dosazením takto ur�ené hodnoty pom�ru d2 / d1 do výrazu 
(71) dostaneme minimální hodnotu celkové intenzity 
deformace ϕϕϕϕi celk. 
 
 
       Sílu F´ p�íslušnou pro tuto hodnotu deformace ur�íme ze 
základní závislosti: 
 
 
 
 
 
 
kde:   d1          –    výchozí pr�m�r polotovaru, 
         s            –     tlouš�ka st�ny polotovaru, 

η            –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
λ            –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

          Re         –    mez kluzu, 
ϕi celk  –    minimální hodnota celkové intenzity deformace 
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SÍLA            F´  F 

 
3. 3 Zužování  (uzavírání)  konc�  trubek 

 
       Energetické metody rozboru stacionárních pochod� je rovn�ž 
možno využít k p�ibližnému rozboru pochodu nestacionárního,  
v tomto p�ípad� p�i zužování (uzavírání) konc� trubek,                
viz. obr. 23, které lze považovat za po�áte�ní stádium 
stacionárního procesu.   
 
 
 
        
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 23 Uzavírání konce trubky jako výchozí fáze stacionárního 
pochodu zužování 

 
Po�áte�ní fáze pochodu: okraj trubky p�itla�ované k tažnici se 
ohýbá do st�edu. Dále se materiál posunuje po kuželovém 
povrchu tažnice, což je doprovázeno zmenšováním pr�m�ru 
otvoru. 
       
 
 
       Materiál, který je na samém okraji trubky, je b�hem tohoto 
pochodu podroben jen p�sobením tlakových obvodových 
nap�tí σσσσ1, nebo� na konec trubky nep�sobí žádná podélná síla. 
       Taková napjatost vyvolává deformaci konce trubky podle 
schématu: – ϕϕϕϕ1 = 2 ×××× ϕϕϕϕ2 = 2 ×××× ϕϕϕϕ3, jemuž odpovídá �ára OA 
v diagramu deformací (viz. obr. 17 b). 
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       Když pr�m�r otvoru bude odpovídat pr�m�ru d2, bude 

tlouš�ka materiálu v tomto míst� 
2

1
0 d

d
s´s ×= . Sílu pot�ebnou 

pro tuto fázi pochodu ozna�íme F´.   
 
 
 
       P�i dalším vtla�ování trubky do otvoru tažnice se na konci 
za�ne tvo�it válcová �ást o pr�m�ru d2 (viz. obr. 23 c), p�i�emž 
tlouš�ka materiálu v pr��ezu B–B a jeho mez kluzu budou ješt� 
n�jakou dobu vzr�stat, až posléze se pochod úpln� stabilizuje         
a zm�ní se na stacionární, p�i n�mž tlouš�ka plechu dosáhne 

hodnoty: 
2

1
0 d

d
ss ×≈ , a pr�b�h deformace odpovídá p�ímce OR 

v diagramu deformací (viz. obr. 17 b). P�íslušn� se rovn�ž ustálí 
hodnota síly nutné k protla�ování na úrovni síly F. 
 
 
 
       Protože síla F´ odpovídající �áste�nému uzavírání trubky 
je podle experimentálního zjišt�ní o málo menší než síla F 
odpovídající plné stabilizaci procesu (viz. diagram obr.23),            
je možno p�i ur�ování síly F metodou energetické bilance 
považovat získaný výsledek za horní mez síly F´ nutné 
k zmenšení otvoru na konci trubky na pr�m�r d2. Chyba, jíž se 
p�itom dopouštíme, zvyšuje bezpe�nost pochodu !!! 
 
 
 
 
 

4. Rozši�ování 
 
 

4. 1 Rozši�ování  trubky  kuželovým  trnem 
 

       P�i rozši�ování trubek kuželovým trnem dochází k zv�tšení 
pr�m�ru trubky ∅∅∅∅ d2 na ∅∅∅∅ d1 tahovým obvodovým nap�tím σσσσ1            
a tlakovým nap�tím meridiálním σσσσ2 vyvolaným silou F 
p�sobící  na  trn, viz. obr. 24. 
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F 

 

 
 
 
        
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 24 Stacionární pochod rozši�ování  
 
 

       Napjatosti tohoto druhu odpovídá oblouk AS na kružnici 
nap�tí a charakteristické schéma deformací ϕϕϕϕ3 =0, ϕϕϕϕ2 = ϕϕϕϕ1.  
 
 
       Plocha p�í�ného pr��ezu trubky se proto zv�tší stejným 
pom�rem jako její pr�m�r. Naproti tomu se zmenšuje délka 
trubky. 
 
       Intenzita deformace, jíž je podroben materiál p�i rozši�ování 
je ur�ena vzorcem: 
 

 
  
 
 
 
 

kde:   ∅ d2    –   výchozí pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
                  ∅ d1    –   kone�ný pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
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( )75celkie2
Rsd�F ϕ×××××=

�

� 
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                 s     –   tlouš�ka st�ny trubky, 
ρ A  –   polom�r    zak�ivení   výtažku   vztažený   ke   st�edu 

tlouš�ky   materiálu,    
ρB   –   polom�r    zak�ivení   výtažku   vztažený   ke   st�edu  

tlouš�ky   materiálu,    
 

p�i�emž polom�r zak�ivení ρ A lze ur�it ze závislosti (64). 
  

 
 

 
 
 

kde:   ∅  d2          –    výchozí pr�m�r trubky na st�edu její tlouš�ky, 
                              s           –    tlouš�ka st�ny trubky, 

η           –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
λ           –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

                 Re        –    mez kluzu, 
ϕi celk   –    minimální hodnota celkové intenzity deformace. 

 
p�i�emž    ηηηη    ur�ujeme   ze   vzorce  (13)  a  Re    a   λλλλ    ode�ítáme              
z diagramu zpevn�ní. 
 
 

4. 2 Lemování 
 

       Po�áte�ní fáze p�i lemování okraje nádoby ve tvaru 
p�lkruhu, viz. obr. 25 je možno považovat jako úkon �ásti 
stacionárního procesu, kterou m�žeme za použití metody 
energetické bilance ur�it p�ibližnou velikost síly p�sobící na 
konci pochodu. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 25 Lemování okraj� p�edlisk� 
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       Intenzita plastické deformace bude v kone�né fázi pochodu 
sou�tem deformace související se zm�nou zak�ivení materiálu 
v bod� A a deformace spojené se zv�tšením pr�m�ru z ∅∅∅∅ D na            
(∅∅∅∅ D + 4 ×××× r):  
 
 
 

 
kde:  r  –  polom�r obrysu okraje v osovém pr��ezu. 

 
P�íslušná síla lisovníku (pohyblivé �ásti) F bude: 
 
 

 
 
 
kde:   ∅  D           –    pr�m�r válcové �ásti nádoby, 

                             s            –    tlouš�ka st�ny nádoby, 
η           –    sou�initel ú�innosti pochodu, 
λ           –    sou�initel plnosti diagramu zpevn�ní, 

                 Re        –    mez kluzu, 
ϕi celk   –   hodnota celkové intenzity deformace. 

 
       Analogicky ur�íme rovn�ž sílu F nutnou k lemování okraje 
do tvaru zcela uzav�ené trubky, viz. obr. 25 b). V tomto p�ípad� 
se p�idruží ješt� deformace spojená s op�tným zmenšením 
pr�m�ru okraje z (∅∅∅∅ D + 4 ×××× r)  na  ∅∅∅∅ D. 
       
        P�ipo�ítáme-li tuto složku k deformaci vyjád�ené vzorcem 
(76), dostaneme v kone�ném výsledku: 
 
 
                       

 
 
 

kde:   ∅  D   –    pr�m�r válcové �ásti nádoby, 
                             s    –    tlouš�ka st�ny nádoby, 

r    –    polom�r obrysu okraje v osovém pr��ezu. 
 

       Je-li pr�m�r lemování 2 ×××× r malý ve srovnání s pr�m�rem 
nádoby ∅∅∅∅ D , je možno tento vzorec zjednodušit pomocí vztahu: 
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Dostaneme pak intenzitu plastické deformace: 
 
 
 
 
 
 
       P�i ur�ité hodnot� polom�ru „r“ dosahuje tento výraz 
v závorce minimální hodnoty, což odpovídá nejmenší hodnot� 
síly nutné k lemování okraje, a tedy optimálním podmínkám 
pochodu. Pro ur�ení tohoto minima, položíme derivaci rovnou 
nule podle polom�ru „r“ výrazu (80): 
 
 
 
 

 
Z n�hož lze ur�it optimální hodnotu polom�ru: 
 
 
 
 
 
 
 
       Vzorec (76) a (80) platí rovn�ž p�i lemování okraje válcové 
nádoby sm�rem dovnit�, viz. obr. 26 c). 
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